
MU∗ and BP∗

MU∗(p) = Z(p) [U1,U2,U3, . . .]

MU−∗ ⊗Q ∼= HQ∗(MU) ∼= Q[m1,m2,m3, . . .]

[CPn] ∈ MU−2n

Under the Hurewicz map to rational homology

[CPn] 7→ (n + 1)mn.

Q
[
[CP1], [CP2], [CP3], . . .

] ∼=
↪−→ MU∗ ⊗Q
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MU∗ and BP∗

MU∗
r∗ // BP∗

MU∗ ⊗Q // BP∗ ⊗Q

mi 7→

{
0 if i 6= pk − 1
`k if i = pk − 1

Q [`1, `2, `3, . . .]
∼=
↪−→ BP∗ ⊗Q

r∗[CPpk−1] = pk`k ∈ BP−2(pk−1) ⊗Q
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MU∗ and BP∗

BP∗ ∼= Z(p) [v1, v2, v3, . . .]

Hazewinkel generators:

`1 =
v1

p
, `2 =

v2

p
+

v1+p
1
p2 ,

`3 =
v3

p
+

v1vp
2 + v2vp2

1
p2 +

v1+p+p2

1
p3 , etc.

Araki generators:
`1 =

v1

p − p p , etc.
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MU∗ and BP∗

MU∗(CP∞) ∼= MU∗JxK
MU∗(BCp × CP∞) ∼= MU∗Jx , ξK/[p]ξ

BP∗(CP∞) ∼= BP∗JxK
BP∗(BCp × CP∞) ∼= BP∗Jx , ξK/[p]ξ
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logBP, expBP, and formal sum

logBP(t) = t + `1tp + `2tp2
+ · · ·

expBP(t) = log−1
BP(t)

ξ +BP x = expBP ( logBP(ξ) + logBP(x) ) = ξ + x + · · ·
[i]ξ = iξ + · · ·
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PCp

r∗PCp(x) =

p−1∏
i=0

(
[i]ξ +BP x

)
=
∑
i≥0

ai(ξ)x i+1

This defines the ai , and these give an expression for MCn:

MCn = a2n+1
0

n∑
k=0

r∗[CPn−k ] ·
(∑

i≥0aiz i
)−(n+1)

[zk ]
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PCp p = 2

a0(ξ) = ξ

a1(ξ) = 1− v1ξ + v2
1 ξ

2 +
(
−2v3

1 − 2v2
)
ξ3 +

(
3v4

1 + 4v1v2
)
ξ4 +

(
−4v5

1 − 6v2
1 v2
)
ξ5 + · · ·

a2(ξ) = v2
1 ξ +

(
−4v3

1 − 3v2
)
ξ2 +

(
10v4

1 + 11v1v2
)
ξ3 +

(
−21v5

1 − 28v2
1 v2
)
ξ4 +

(
43v6

1 + 75v3
1 v2 + 18v2

2
)
ξ5

a3(ξ) =
(
−2v3

1 − 2v2
)
ξ +

(
10v4

1 + 11v1v2
)
ξ2 +

(
−34v5

1 − 43v2
1 v2
)
ξ3 +

(
101v6

1 + 164v3
1 v2 + 34v2

2
)
ξ4 +

(
−275v7

1 − 551v4
1 v2 − 226v1v2

2 − 28v3
)
ξ5

a4(ξ) =
(
3v4

1 + 4v1v2
)
ξ +

(
−21v5

1 − 28v2
1 v2
)
ξ2 +

(
101v6

1 + 164v3
1 v2 + 34v2

2
)
ξ3 +

(
−394v7

1 − 769v4
1 v2 − 302v1v2

2 − 35v3
)
ξ4 +

(
1303v8

1 + 2933v5
1 v2 + 1543v2

1 v2
2 + 203v1v3

)
ξ5

a5(ξ) =
(
−4v5

1 − 6v2
1 v2
)
ξ +

(
43v6

1 + 75v3
1 v2 + 18v2

2
)
ξ2 +

(
−275v7

1 − 551v4
1 v2 − 226v1v2

2 − 28v3
)
ξ3 +

(
1303v8

1 + 2933v5
1 v2 + 1543v2

1 v2
2 + 203v1v3

)
ξ4 +

(
−5156v9

1 − 13042v6
1 v2 − 8671v3

1 v2
2 − 654v3

2 − 1001v2
1 v3
)
ξ5

a6(ξ) =
(
6v6

1 + 12v3
1 v2 + 4v2

2
)
ξ +

(
−88v7

1 − 190v4
1 v2 − 89v1v2

2 − 14v3
)
ξ2 +

(
680v8

1 + 1586v5
1 v2 + 879v2

1 v2
2 + 126v1v3

)
ξ3 +

(
−3861v9

1 − 9900v6
1 v2 − 6707v3

1 v2
2 − 523v3

2 − 791v2
1 v3
)
ξ4 +

(
18115v10

1 + 51502v7
1 v2 + 42619v4

1 v2
2 + 7847v1v3

2 + 4557v3
1 v3 + 1330v2v3

)
ξ5

a7(ξ) =
(
−10v7

1 − 24v4
1 v2 − 14v1v2

2 − 4v3
)
ξ +

(
169v8

1 + 420v5
1 v2 + 257v2

1 v2
2 + 46v1v3

)
ξ2 +

(
−1573v9

1 − 4192v6
1 v2 − 3001v3

1 v2
2 − 260v3

2 − 382v2
1 v3
)
ξ3 +

(
10643v10

1 + 30921v7
1 v2 + 26363v4

1 v2
2 + 5103v1v3

2 + 2906v3
1 v3 + 918v2v3

)
ξ4 +

(
−58002v11

1 − 183665v8
1 v2 − 181684v5

1 v2
2 − 51133v2

1 v3
2 − 18408v4

1 v3 − 11384v1v2v3
)
ξ5

a8(ξ) =
(
15v8

1 + 40v5
1 v2 + 28v2

1 v2
2 + 8v1v3

)
ξ +

(
−312v9

1 − 880v6
1 v2 − 688v3

1 v2
2 − 72v3

2 − 104v2
1 v3
)
ξ2 +

(
3506v10

1 + 10612v7
1 v2 + 9596v4

1 v2
2 + 2060v1v3

2 + 1144v3
1 v3 + 424v2v3

)
ξ3 +

(
−27636v11

1 − 89822v8
1 v2 − 91989v5

1 v2
2 − 27241v2

1 v3
2 − 9682v4

1 v3 − 6470v1v2v3
)
ξ4 +

(
172287v12

1 + 601728v9
1 v2 + 691569v6

1 v2
2 + 261417v3

1 v3
2 + 9462v4

2 + 65784v5
1 v3 + 58986v2

1 v2v3
)
ξ5
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PCp p = 3

a0(ξ) = 2ξ2 − 2v1ξ
4 + 8v2

1 ξ
6 − 40v3

1 ξ
8 +

(
170v4

1 − 170v2
)
ξ10

a1(ξ) = 3ξ − 8v1ξ
3 + 36v2

1 ξ
5 − 216v3

1 ξ
7 +

(
1148v4

1 − 944v2
)
ξ9

a2(ξ) = 1− 9v1ξ
2 + 63v2

1 ξ
4 − 491v3

1 ξ
6 +

(
3336v4

1 − 2331v2
)
ξ8 +

(
−19299v5

1 + 48000v1v2
)
ξ10

a3(ξ) = −3v1ξ + 53v2
1 ξ

3 − 606v3
1 ξ

5 +
(
5466v4

1 − 3396v2
)
ξ7 +

(
−40124v5

1 + 89227v1v2
)
ξ9

a4(ξ) = 21v2
1 ξ

2 − 435v3
1 ξ

4 +
(
5547v4

1 − 3248v2
)
ξ6 +

(
−53343v5

1 + 109971v1v2
)
ξ8 +

(
344247v6

1 − 2360712v2
1 v2
)
ξ10

a5(ξ) = 3v2
1 ξ − 179v3

1 ξ
3 +

(
3588v4

1 − 2142v2
)
ξ5 +

(
−47382v5

1 + 94662v1v2
)
ξ7 +

(
399874v6

1 − 2552962v2
1 v2
)
ξ9

a6(ξ) = −38v3
1 ξ

2 +
(
1454v4

1 − 994v2
)
ξ4 +

(
−28406v5

1 + 58352v1v2
)
ξ6 +

(
322362v6

1 − 2021589v2
1 v2
)
ξ8 +

(
−426956v7

1 + 51791754v3
1 v2
)
ξ10

a7(ξ) = −3v3
1 ξ +

(
341v4

1 − 324v2
)
ξ3 +

(
−11256v5

1 + 25956v1v2
)
ξ5 +

(
179916v6

1 − 1187892v2
1 v2
)
ξ7 +

(
−311044v7

1 + 38402155v3
1 v2
)
ξ9

a8(ξ) =
(
36v4

1 − 72v2
)
ξ2 +

(
−2748v5

1 + 8268v1v2
)
ξ4 +

(
67120v6

1 − 518984v2
1 v2
)
ξ6 +

(
−60714v7

1 + 21779577v3
1 v2
)
ξ8 +

(
−48078012v8

1 − 667623180v4
1 v2 + 32635590v2

2
)
ξ10
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PCp p = 5

a0(ξ) = 24ξ4 − 1680v1ξ
8 + 370008v2

1 ξ
12 − 123486336v3

1 ξ
16 + 49940181504v4

1 ξ
20

a1(ξ) = 50ξ3 − 5430v1ξ
7 + 1551072v2

1 ξ
11 − 636927168v3

1 ξ
15 + 306533455680v4

1 ξ
19

a2(ξ) = 35ξ2 − 7328v1ξ
6 + 2893808v2

1 ξ
10 − 1508394320v3

1 ξ
14 + 880153410800v4

1 ξ
18

a3(ξ) = 10ξ − 5498v1ξ
5 + 3207450v2

1 ξ
9 − 2188580410v3

1 ξ
13 + 1576841873306v4

1 ξ
17

a4(ξ) = 1− 2550v1ξ
4 + 2370055v2

1 ξ
8 − 2186482212v3

1 ξ
12 + 1981785971805v4

1 ξ
16 − 1739373519723146v5

1 ξ
20

a5(ξ) = −750v1ξ
3 + 1237150v2

1 ξ
7 − 1600089600v3

1 ξ
11 + 1861052456328v4

1 ξ
15 − 1993236452093372v5

1 ξ
19

a6(ξ) = −130v1ξ
2 + 469174v2

1 ξ
6 − 889462830v3

1 ξ
10 + 1357095174226v4

1 ξ
14 − 1798092274519868v5

1 ξ
18

a7(ξ) = −10v1ξ + 129998v2
1 ξ

5 − 383662650v3
1 ξ

9 + 787791379990v4
1 ξ

13 − 1310798976643086v5
1 ξ

17

a8(ξ) = 25850v2
1 ξ

4 − 129787730v3
1 ξ

8 + 369983450960v4
1 ξ

12 − 786299876510498v5
1 ξ

16 +
(
1339715322026817644v6

1 − 166142771772992124v2
)
ξ20
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〈p〉ξ

〈2〉 = 2− ξv1 + 2ξ2v2
1 + ξ3 (−8v3

1 − 7v2
)

+ ξ4 (26v4
1 + 30v1v2

)
+ ξ5 (−84v5

1 − 111v2
1 v2
)

+ ξ6 (300v6
1 + 502v3

1 v2 + 112v2
2
)

〈3〉 = 3− 8ξ2v1 + 72ξ4v2
1 − 840ξ6v3

1 + ξ8 (9000v4
1 − 6560v2

)
+ ξ10 (−88992v5

1 + 216504v1v2
)

〈5〉 = 5− 624ξ4v1 + 390000ξ8v2
1 − 341094000ξ12v3

1 + 347012281200ξ16v4
1 − 384865568096880ξ20v5

1

Niles Johnson and Justin Noel (UC) McClure Formula Calculation July 22, 2009 10 / 17



PCp mod 〈p〉 p = 2

a0(ξ) ≡ ξ
a1(ξ) ≡ 1 + v1ξ + v4

1 ξ
4 + v5

1 ξ
5 +

(
v6

1 + v3
1 v2 + v2

2
)
ξ6 + v4

1 v2ξ
7 +

(
v8

1 + v2
1 v2

2 + v1v3
)
ξ8 +

(
v6

1 v2 + v2
1 v3
)
ξ9

a2(ξ) ≡ v2
1 ξ + v2ξ

2 + v1v2ξ
3 + v5

1 ξ
4 + v3

1 v2ξ
5 +

(
v4

1 v2 + v1v2
2
)
ξ6 +

(
v8

1 + v2
1 v2

2 + v1v3
)
ξ7

a3(ξ) ≡ v4
1 ξ

2 +
(
v6

1 + v3
1 v2 + v2

2
)
ξ4 + v4

1 v2ξ
5 +

(
v8

1 + v5
1 v2
)
ξ6 +

(
v9

1 + v6
1 v2 + v3

2
)
ξ7

a4(ξ) ≡ v4
1 ξ +

(
v6

1 + v3
1 v2
)
ξ3 +

(
v4

1 v2 + v1v2
2 + v3

)
ξ4 +

(
v5

1 v2 + v1v3
)
ξ5 +

(
v9

1 + v3
1 v2

2 + v2
1 v3
)
ξ6

a5(ξ) ≡ v6
1 ξ

2 +
(
v7

1 + v4
1 v2 + v1v2

2
)
ξ3 +

(
v8

1 + v2
1 v2

2 + v1v3
)
ξ4 +

(
v3

2 + v2
1 v3
)
ξ5 +

(
v10

1 + v7
1 v2 + v3

1 v3
)
ξ6

a6(ξ) ≡
(
v7

1 + v1v2
2
)
ξ2 +

(
v8

1 + v2
1 v2

2 + v1v3
)
ξ3 + v3

2 ξ
4 +

(
v10

1 + v2v3
)
ξ5 +

(
v8

1 v2 + v5
1 v2

2 + v4
1 v3
)
ξ6

a7(ξ) ≡ v9
1 ξ

3 +
(
v11

1 + v8
1 v2 + v5

1 v2
2
)
ξ5 +

(
v3

1 v3
2 + v5

1 v3
)
ξ6 +

(
v13

1 + v10
1 v2 + v4

1 v3
2 + v3

1 v2v3
)

Z [t ]7

a8(ξ) ≡ v8
1 ξ + v9

1 ξ
2 +

(
v10

1 + v4
1 v2

2
)
ξ3 +

(
v11

1 + v2
1 v3

2 + v4
1 v3
)
ξ4 +

(
v6

1 v2
2 + v2

1 v2v3
)
ξ5 +

(
v10

1 v2 + v7
1 v2

2 + v4
1 v3

2 + v1v4
2 + v3

1 v2v3
)
ξ6
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PCp mod 〈p〉 p = 3

a0(ξ) ≡ 2ξ2 + v1ξ
4 + 2v3

1 ξ
8 +

(
v4

1 + v2
)
ξ10 + 2v5

1 ξ
12 + v2

1 v2ξ
14 +

(
v7

1 + v3
1 v2
)
ξ16 + 2v8

1 ξ
18

a1(ξ) ≡ 0

a2(ξ) ≡ 1 + v7
1 ξ

14 + v4
1 v2ξ

16 +
(
v5

1 v2 + v1v2
2
)
ξ18 + 2v6

1 v2ξ
20 +

(
2v7

1 v2 + 2v3
1 v2

2
)
ξ22 +

(
v8

1 v2 + 2v3
2
)
ξ24

a3(ξ) ≡ 0

a4(ξ) ≡ 2v3
1 ξ

4 +
(
v4

1 + v2
)
ξ6 + 2v5

1 ξ
8 + v2

1 v2ξ
10 +

(
v7

1 + v3
1 v2
)
ξ12 +

(
2v9

1 + 2v5
1 v2 + 2v1v2

2
)
ξ16 +

(
2v10

1 + 2v6
1 v2 + 2v2

1 v2
2
)
ξ18

a5(ξ) ≡ 0

a6(ξ) ≡ v3
1 ξ

2 + 2v2ξ
4 +

(
v5

1 + v1v2
)
ξ6 +

(
v6

1 + 2v2
1 v2
)
ξ8 +

(
2v7

1 + v3
1 v2
)
ξ10 +

(
v8

1 + v4
1 v2 + 2v2

2
)
ξ12 + v1v2

2 ξ
14 +

(
2v10

1 + 2v6
1 v2
)
ξ16 +

(
v11

1 + 2v7
1 v2
)
ξ18

a7(ξ) ≡ 0

a8(ξ) ≡ v9
1 ξ

12 + 2v10
1 ξ14 +

(
2v11

1 + v7
1 v2
)
ξ16 +

(
v12

1 + 2v8
1 v2 + 2v4

1 v2
2 + 2v3

2
)
ξ18
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PCp mod 〈p〉 p = 5

a0(ξ) ≡ 4ξ4 + v1ξ
8 + 4v5

1 ξ
24 +

(
v6

1 + v2
)
ξ28 ( mod (ξ)33)

a1(ξ) ≡ 0
a2(ξ) ≡ 0
a3(ξ) ≡ 0

a4(ξ) ≡ 1
(

mod (ξ)33)
a5(ξ) ≡ 0
a6(ξ) ≡ 0
a7(ξ) ≡ 0

a8(ξ) ≡ 4v5
1 ξ

16 +
(
v6

1 + v2
)
ξ20 + 4v9

1 ξ
32 ( mod (ξ)33)
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The obstructions MCn p = 2

MC1(ξ) ≡ ξ2v2
1 +ξ3v2+ξ

4 (v4
1 + v1v2

)
+ξ7 (v7

1 + v3
)
+ξ8 (v8

1 + v1v3
)
+ξ9 (v9

1 + v6
1 v2 + v3

1 v2
2 + v3

2 + v2
1 v3
)

MC2(ξ) ≡ ξ6 (v6
1 + v2

2
)
+ξ7 (v7

1 + v3
)
+ξ8 (v5

1 v2 + v1v3
)
+ξ9v3

2 +ξ10 (v4
1 v2

2 + v1v3
2
)
+ξ11 (v5

1 v2
2 + v2

1 v3
2 + v4

1 v3
)

MC3(ξ) ≡ ξ6v6
1 +ξ7 (v4

1 v2 + v1v2
2
)
+ξ8 (v8

1 + v5
1 v2 + v1v3

)
+ξ10 (v10

1 + v7
1 v2 + v4

1 v2
2 + v3

1 v3 + v2v3
)
+ξ11 (v11

1 + v8
1 v2 + v4

1 v3 + v1v2v3
)

MC4(ξ) ≡ ξ10v4
1 v2

2 +ξ11 (v11
1 + v8

1 v2 + v5
1 v2

2 + v4
1 v3
)
+ξ12 (v9

1 v2 + v3
1 v3

2 + v4
2
)
+ξ13 (v10

1 v2 + v4
1 v3

2 + v6
1 v3 + v3

1 v2v3 + v2
2 v3
)
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The obstructions MCn p = 3

MC2(ξ) ≡ v3
1 ξ

8+2v2ξ
10+

(
v5

1 + v2v1
)
ξ12+2v2

1 v2ξ
14+2v7

1 ξ
16+

(
2v8

1 + v2
2
)
ξ18+

(
v2v5

1 + v2
2 v1
)
ξ20+

(
2v10

1 + 2v2v6
1 + v2

2 v2
1
)
ξ22

MC4(ξ) ≡ 2v9
1 ξ

22+2v10
1 ξ24 (mod ξ26)
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The obstructions MCn p = 5

MC4(ξ) ≡ ξ32v5
1 + 4ξ36v2

(
mod ξ40)

MC8(ξ) ≡ 9a6
0
[
2v16

1 ξ64 + (3v17
1 + 4v11

1 v2)ξ
68] (

mod ξ72)
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Conclusion

At the primes 2, 3, and 5, Quillen’s map is not H∞.

Theorem (J.-N.)
At the primes 2, 3, and 5, there are no p-universal orientations of H∞ ring
spectra from MU to BP.

Conjecture
MC2(p−1) is non-zero mod 〈p〉, and the first non-zero coefficient is . . . ??
a(p−1) ≡ 1 mod . . . ??

Thank You!
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